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INTRODUZIONE 
Questo Seminario è dedicato allo studio della equazione lineare 


SL (M(t)u(t)) + L(t)u(t) = F(t), ostsr, 


M(t)U(t) |. "Wi 

come tappa preliminare alla considerazione del problema non lineare 
d (M(t)u(t)) + L(t)u(t) = f(t.u(t)) , Ostst, 

0, più generalmente, 
di (M(t)u(t)) = g(t,u(t)) , ostsr. 


In (1), M(t), L(t) sono operatori lineari chiusi dallo spazio di Banach (com- 

plesso) Y nello spazio di Banach X, f è continua da [o,t] inXe WE X. 
Equazioni del tipo suddetto sono state considerate in [3] in spazi 

LP[o,t;X1, 1<p<t®, e con condizione iniziale wo» mediante la riduzione alla 


forma 
(2) BMu + Lu = h, 


dove B è l'operatore di derivata rispetto a t in Pro, t;X], D(B) = Wi "Pro, t;XI= 
= tu LPro,t;x] : u' LPro,t;X] , uo) = 03. 

Vedremo che, sotto opportune ipotesi, concernenti il risolvente 
(zM(t) + ite), una teoria analoga può essere sviluppata in spazi di funzioni 
continue (rispetto a t). 

A tale scopo, mostreremo preliminarmente che sotto ipotesi di tipo 
"spettrale" piuttosto generali, la (2) ha una unica soluzione per ogni h nello 


spazio di interpolazione reale (E; D(B)), a OSO. 
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Daremo poi condizioni sui dati che permettono di ricondurre la (1) 
alla forma (2). 


1. RISOLUZIONE DI (2) E REGOLARITA' DELLA SOLUZIONE 


Siano L,M due operatori lineari chiusi da F in E, E, F spazi di Ba- 
nach complessi e sia B un operatore lineare chiuso da E in sé. Assumeremo che 


valgano le ipotesi 


H1. B-z ha inverso limitato per ogni z complesso tale che |m-argz|<g<m/2, B 


è invertibile, ha dominio D(B) chiuso in E e 


-l 1 


1(B-2) CsL(E)] s C(14]2])" 


per ogni z nel settore suddetto. 


H2. D(L)CD(M), L è invertibile, zM+L ha inverso limitato per ogni z con 


|arg z|<s m-gte , e20 e 
quat); L(E)] < c,(1+12)%, 
per tali z, dove 0sa<1. 


Posto melr, ta (3) equivale a supporre che z+T ha inverso limitato 
z #0, |arg z|s n-gte, 


1 


I(27+1) 7%; L(E)I s C,(1+|2])®. 


1 


Sia V = (E; D(B)), ue 0<e<1. Poiché vale Hi V coincide [vedi [4]] come lo 


-1 
spazio di tutti gli ae E tali che {a} = sup It°8(8+t) asElKo. Inoltre, 
t>0 


Lal, , = I8sEl+a} 


è una norma equivalente a quella naturalmente definita in (E;D(B)) 


0,00" 
Se poi -B.genera un semigruppo limitato in E, allora ae (E;D(B)), 4 
se e solo se aeE e 
t> t7%e tBa-asel 
è limitata in (0,+©). 
i 
Sia T la curva nel piano complesso parametrizzata da z = re SU, 


d= n-d+ 5 » per r 2 a70 e da z = age” |w|s m-9+ e/2, dove LA è sufficien- 


temente piccolo. 
La terza ipotesi, essenziale per i risultati successivi, è allora la 


seguente: 
H3. Si denoti con (83 (2t+1)}) il commutatore 8(21+1) 1 (2741) 18, definito in 

D(B). Allora (B3(27+1)7}} ha una estensione limitata da E in sé e da V 

in sé ed esistono C">0, 0so<1, tali che 

-1 
(4) |[B3(27+1)) 5 L(E)Is c"(1+/2/)°, 
-1 lol 

(5) [B;(zT+1) ]; L(V)Js C"(1+|2]) 

per ogni z Er. 

Osservazione 1. La H3 è soddisfatta se vale (4) e, invece di (5) 


|(B;(83(27+1)11};1(E)] 


IA 


c,(1+12|)", zer. 
Infatti, allora 


B[B:(2T+1) 01) = (85 18;(27+1)"1}} + (8;(2t+1) 8 


implica 
-1 
|[B:(zT+1) “]u;D(B)| < c,(1+12|)°(lusEl+]Bu;El); 
si ottiene il risultato per interpolazione. 


Osservazione 2. E' facile riconoscere che c'è una costante K>0 
tale che per ogni ae V, 


Jasel + sup | |z1®8(8-2)7} 


ZGEI 


asEl < Kjasv]. 


Osservazione 3. Sia È = B+s, s>0. Allora (E;D(B)), ce 


(2) 


= (E3D(8)), , con equivalenza delle norme. Inoltre, se vale H3, allora 
È. -l Ri -l. -l o 
{[B:(zT+1) 1(B-z) ©; L(V)[ s C(1+|z-s|]) ((1+|2]), zer. 


Ciò premesso, vale il risultato di esistenza e unicità per la soluzione di 


(2). 


Teorema 1. Valgano H1,2,3 e sia a<@<1. Allora per ogni heV e ogni 


s sufficientemente grande il problema 
(6) (B+s) Mu + Lu = h 
ha una unica soluzione. 


Cenno della dimostrazione 


Posto Lu = v, (6) viene trasformato nel problema 


(B+s)Tv + v = h, T = ML 
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Se feV, si pone (È = B+s), con r orientata dal basso verso l'alto, 


tf = (dai) fetrn (8-2) "MF az. 
È 


Si vede subito che 


BIS. + SF = f-(2r1)7} feta eater 
Di 


Poiché 
if 21183 (2741) 11 (8-2) az; L(v)} # Cc frartecetasnialzi 
î r 


tende a 0 per s+, 1-W ha inverso limitato in V e così s(1-u) "Th risolve la 
(6). L'unicità si dimostra come in [3]. Non è altrettanto semplice far vedere 


che l'operatore S precedentemente introdotto è continuo da V in sé. Tuttavia, 


si prova il 


Teorema 2. Valgono H1,2,3 e a<9<1. Allora la soluzione u di (6) 
soddisfa Lu, BMu €(D;D(B)) 


O-a,o * 


Per la dimostrazione, si utilizza la Osservazione 2, il fatto che 


B è invertibile e che l'integrale 
Sirazertasa 217° dz] 
E 
è limitato (si ricordi che @>a) come funzione di t > 0. 


Naturalmente se B e T commutano, nel senso che 
r(B-2)%; (2141)? 


si può prendere s = 0 in (6) e si ottiene soluzione per la (2). 


]= 0 per ogni zer ( [B;(27+1) "1}>0), 


2. APPLICAZIONE A EQUAZIONI DIFFERENZIALI ASTRATTE 


SIano X,Y spazi di Banach complessi, L(t) e M(t) siano familie di 
operatori lineari chiusi da Y in X, dove L(t) ha inverso limitato per ogni 
te[0,t], 1>0 e D(L(t))CD(M(t)) per ogni t. 

Si assume che t + me)L(t) = T(t) sia continua da [0,t] a L(X) 
e che t + L(1)7! sia continua da [0,7] in L(X;Y). (L(X;Y) è lo spazio delle 
applicazioni lineari limitate da X in Y, con la norma usuale, L(X;X) = L(X)). 

Infine, sia WE X e supponiamo f continua da [0,t] in X. 


Diremo ‘che ù = u(t), t E[0,t] è una soluzione stretta del problema 


Sd (M(t)u(t)) + L(t}ult) = F(t) è Ostsr, 


Mt)UCt) |L_o "Ma 
se UEC[O,tiY] , u(t)ED(L(t)) wtero,t], t + Mt)u(t)e cl [o,t;x] e vale 
(7) 

Ora, in virtù delle precedenti ipotesi, (7) equivale a trovare una 
soluzione stretta del problema [si ponga L(t)u(t) = v(t)]: 
d 


ar lT(8)V(1)) + v(t) = f(t), te [0,1], 


T(t)VIt) to = Mo * 


Vedremo di dare condizioni abbastanza semplici su L(t), M(t), f(t), LA che 
permettono di applicare i Teoremi 1 e 2. 


Posto 
p(8) = tuecl! fo,t;x]: u(0) = u'(0)=0} , Bu = u', 


prenderemo come spazio E nel Teorema 1 lo spazio COstsXI= {ue C[O,t;X]su(0)=0}. 


Notiamo subito che allora (E, D(B)), NEMCSE coincide con lo spa- 


zio delle funzioni hòlderiane da [o,t] in X, nulle nell'origine, normato da 


= 3 
uc [0,15] = max |u(t);X| + sup Ju(t)-u(s);X] 


ostst ost,Sst |t-s]° 


ue cOlo,tiX] , [vedi (2,4]1. 


Occorre adesso trasformare (8) in un problema a condizione inizia 
le nulla. Non utilizzeremo alcuni noti risultati di traccia ; entreremmo in se 
rie difficoltà in quanto è presente l'operatore M(t) #7 I, in generale. 

Assumiamo quindi w e R(T(0)) = immagine di T(0). Inoltre, suppo- 
niamo che t + T(t) sia cl) da Mia in L(X) e che {(0)-(1+T'(0))v =T(0)40: 
dove Mo T(0)vo: 

Posto $(t) = Vi + to: v(*) soddisfa (8) se 
d 


dr ETCE)IV(E)-0(t)1I + 22 (T(t)0(t)) + [v(t)-0(t)I=F(t)-0(t), Ostsr, 


T(t) [v(t)-9(t)1}1_9°0. 


Posto w(t) = v(t)-g(t), tutto è ricondotto a risolvere 


E (TE) (È) tw(È) = F(T)-G(t)-T'(t)o(t)-T(t)y > te [0,1], TREaCt) 20 (9) 


Ipotesi che assicurano la validità di H2,3, con V = CO [O,t;X], possono allora 


essere 


(i) la funzione t St(t) ec po,t:1()) ed esistono C>0, 0<g<1,0<a<1, 


Os$38,€1 tali che 


IL(+) (2M(e)+L (e); LOI = c(1+]2])° 


per ogni zeC, |arg z|js n/24n, i no70 , Ostst, 
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ii) A (T(t)+1" 100] < C(1+|2])% |arg z| s n/2 + no Ostst, 


si 2 #f " 
Gi) Cartt)e) i - A (2r(9)+1) 7:10] c(1+12|)°2 |t-s]®. 
Dai Teoremi 1, 2 si deduce 


Teorema 3. Sotto le ipotesi (i), (ii), (iii), il problema (7) ha 
una unica soluzione stretta u per ogni fec'[0,t;X], a<@<1, e per ogni WE Xx 


tali che 


w_(=T(0)v DER(T(0)) è 
(10) 


#(0) - v_ = T'(0)v_(=T(0)W_) ER(T(0)). 


Inoltre, t + L(t)u(t), t+ < (M(t)u(t)) a nil: 


Si noti che 

T'Ct)= (tt) E (108) +1)" (T(6)+1) 
e così [T(t)-T(s);L(X)] < K |t-s| implica che 

IT'(t)-T'(s);L(X)f s K'lt-s]9, K,K' > 0. 


Ciò assicura che f(t)-g(t) - T'(t)0(t)-T(t)4, definisce un elemento di 
CEITIP in forza della condizione di compatibilità (10). E' poi immediato ri 
conoscere che da (i), (ii), (iii) seguono H2,3. 


Infine, si può prendere s = 0; basta effettuare, inizialmente, un 


cambiamento di variabile u(t) = Rui 


sì lo è (7). 


u,(t), k grande. (9) è quindi risolta, e co- 


Osservazione 4. Notiamo che seM(t) = I, a T(0)v, si legge 
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we D(L(0)) e £(0)-(14T'(0))v,€ R(T(0)) diventa 


f(0) - L(0)w, - rg le PO L(0)w,E D(L(0)), una condizione molto vicina e un 
po' più restrittiva di quella data in [1, p. 45]. 


Corollario 1. Se L(t), M(t) sono operatori lineari chiusi wteA-a, 
a > 0, dove A è un intorno complesso di [o,t], tali che T(t) = M(t)L(t) 7} è 
olomorfa in -atA, zM(t)+L(t) ha inverso limitato Wte-a+A e per ogni 
ze : |arg z| sw, n/2<wKr, con 


I(2T(t)+1) 7 


L(X)| < Cost, 
per tutti questi z e t, allora (i), (ii), (iii) sono soddisfatte, con a=0, 
0=1, 658,5 0. 
Un'altra condizione che consente di utilizzare il Teorema preceden- 


te è data da 


Corollario 2. Supponiamo che L(t) abbia dominio DCX indipendente 
da t, t + L(o)L(t) 7} sia continua da [0,t] in L(X), per ogni fe D, esistono le 
derivate fortemente continue L'(t)f,L"(t)f 


[e così I Ly 1 001 s cost., k = 1,2]. 


Esistano poi, per ogni feD, le derivate fortemente continue 
M'(t)F,M"(t)f, con 


maxtIm4)(t)e;x1, k=1,2} s C [M(t)f;x|, Ostst, 


1 


- I(2T(t)+1)7"M'(t)F;xX|s cH(2T(t)+1)"1 M(t)f;x] , ostsr,zer, fep. 


Allora, la condizione (i) con a=0 implica (ii) e (iii), con 8,=6 


1 270» 6=1. 


Osservazione 5. Sia X = Y e sia M(t)=1. Supponiamo, inoltre, che 
risulti 
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p(L(t)+2)7; LOI s c(1+42})7! 


per tutti gli z con Rez = 0 ( e quindi in un settore contenente tale semipiano) 
1, 
e t>L(t) è cl) da [0,7] in L(X), con 


pL(+) (24108)! (Lt) L0)] < c|z|P, 0Kpsl. 


Queste sono le ipotesi di A. Yagi in [5,6] 


allora facile vede- 
re che 


Ii (2L(t) Lay; L00] sc 12}? 


D'altra parte, formalmente, 


o (ante) 4 = 22° Lat) + (E GT) 


221(27(t)+1) IT" (t)] (27(t)+1) 1. 


Così, se 1/2<ps1, t + Lia è cl2) da [0,1] in L(X), e 


=D) 
Ict) (za) (ey D i 1001 s cla) 1 


9 


dove 0<o,51, il problema (7) ha una unica soluzione stretta per ogni 
feC [0,t;X], 0<g<1, e ogni uf D(L(0)) per cui 


f(0) - (1+ LÎ L(t) 1], LO)WE DILOO)) » 


[vedi 1'Osservazione 4]. 


Osservazione 6. Sotto opportune ipotesi sui dati, il problema 


11-13. 
(11) 


può essere ricondotto ad un problema di tipo (7). 
Limitiamoci al caso in cui A(t)=A e C(t)=C sono indipendenti da t, 
A ha inverso limitato da X a Y, D(A)<D(c)  TA(zc+A) "};L(x)]scost., Rez = 0. 
Ovviamente, una funzione u:[0,t] + Y è detta essere una soluzione 
stretta di (11) se u(t) € D(A) per ogni te [0,t], ue e 0,1, t + Aut), 
t > Cu'(t) sono fortemente continue da [o,t] in X, con f continua, e vale (11). 


Ora, la (11) si scrive 


Antcu'(t) + ult) = ATIF(t), ostst, 


Consideriamo il problema (in D(A)) 
2 (alev(t)) + v(t) = AT (t), ostst, 
= ATIF(0)-Au 
& USE 


E' facile vedere, applicando quello che si è prima ottenuto, che se 


sec 0,1;41, e £(0)-Au, = Cv£ R(C), a-le'(0)-v, = ac vj» con voV}€ D(A), 
cioè f(0) - Au, > ca l5*(0) e r((ca-1)?), allora (11) ha una unica soluzione 
stretta. 

ESEMPI 


Esempio 1. Rimandando a [3, pp. 34-40, Examples 1 & 2], la teoria 


qui sviluppata si applica a problemi del tipo 
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a(m(t,x)u(t,x))/at + A(t,x,D)u(t,x) = h(t,x), ost<t, xe 
u(t,x) = 0, Ostst, x€99, 


m(t,x)u(x,t = wo) XE N, 


) lt=o 


dove A(t,x,D) è definito da 


A(t,x,D) u(x) = i a (t,x) D'u(x), 
|a|<2r x 

Q è un dominio aperto limitato di RP; con frontiera regolare e m(t,x) è una 
funzione continua e non negativa su [o,t]x a. 

Piccole modifiche alle ipotesi di [3] permettono di ottenere ri- 
sultati di esistenza e unicità per tali problemi, dove lo spazio w?>P (0,134) 
va sostituito con c*[0,t;X1, X essendo uno spazio L° con peso, dipendente dal 
la funzione m(x,t) ,oppure lo spazio Li (9). 


Esempio 2. Un problema considerato da G. Fichera in [7] è 


È (L(x,D)u(t,x)) + L°(x,D)u(t,x)= f(t,x), Ostst, xea, 


DPu(t,x) = 0, 0s|p|s2m-1, telo,t], x €29, 


L(x,D)u(0,x) = w(%)» xE, 


9 un aperto limitato di R", a q è una matrice sufficientemente regolare, e viene 
soddisfatta la usuale ipotesi di coercività. 
I nostri risultati si applicano a questo problema e a equazioni 


più generali del tipo 
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ag (L(4:D)u) + L,(x,D)u = f, 


anche in spazi LP(a), pà2. 
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